Lycée Fénelon Mathématiques Premiére - Chapitre 15 - Fiche 1

Chapitre 15

Fiche 1

Trigonométrie
Enroulement du cercle et radian

I. Enroulement de la droite numérique

Définition 30

Le cercle trigonométrique C est le cercle de centre O et de rayon 1. Il est muni d'un sens de par-
cours appelé sens direct, qui est le sens inverse des aiguilles d'une montre.

Avec ce choix, on dit que le plan est orienté.

Les points I et J sont situés sur le cercle trigonométrique. Soit K le point
de coordonnées (1 ; 1) dans le repere (O; I, J). La droite (IK) a pour I
équation x = 1. C’est une droite numérique pour laquelle on considere 0 |
le repére (I; K) dont l'origine est I et tel que IK = 1.

On enroule la demi-droite [/K) autour du cercle C dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.
Ainsi, a tout nombre réel x positif correspond un unique point-image M sur le cercle C.

Sur la figure, on voit K’ le point-image de K sur le cercle trigonométrique.

En enroulant la demi-droite correspondant aux nombres réels négatifs dans le sens des aiguilles d'une
montre, on fait également correspondre a tout nombre réel x négatif un point M sur le cercle C.
Dans chacun de ces deux cas, on dit que x a pour point-image M sur le cercle C. Si x” est un nombre
obtenu a partir de x en ajoutant ou en enlevant un nombre de tours (k x 27, k € Z), alors x et x’ ont
le méme point-image sur C. Ainsi, un point du cercle est 'image d'une infinité de réels (positifs et
négatifs).

Propriété 50
Tout nombre réel x a un point-image unique sur le cercle C. S'il existe k € Z tel que x' = x+ k x 27,
alors x et x’ ont le méme point-image sur le cercle C.
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II. Leradian

Définition 31
La mesure en radian d'un angle est égale a la longueur de I'arc du cercle trigonométrique qu’il

intercepte.

Exemple
Un angle plat (180°) mesure exactement x radians, soit environ 3,14 radians.

notation Le radian est noté rad. Cette notation est omise en général, contrairement a celle du degré.
notation

Propriété 51
Les mesures des angles en degré et en radian sont proportionnelles.

Méthode[Convertir entre degrés et radians]
Calculer les nombres x, y et z dans le tableau suivant de conversion entre degrés et radians.

Mesure en degré 0|30 | y | 150 | 180
Mesure enradian | 0 X g z /4
180 T
— =6donc x = — rad.
ﬂSO 6
> rad est la moitié de 7 rad, donc y est la moitié
150 x 7 57

de 180 degrés, c’est-a-dire y =90° et z = =—.
180 6

III. Exercices

Exercice 484. Préciser la mesure de 'angle géo- | Exercice 486 - Vrai ou Faux. Ces nombres ont le
meétrique correspondant en degré. méme point-image sur le cercle trigonométrique.
n || 2n | 4n 4m
x (rad) - |l == | = |7n| =
513 5 5 3
X (degré)
7 4n 3n  Tm
1. —et—— 3. ——et—
5 5 5 5
Exercice 485. Donner une mesure en radian des 2 s ¢ 21n 4 — 3n et — 187
angles géométriques suivants. 5 5 5 5
x (degré) | 30 | 45 | 75 | 90 | 135 | 150
x (rad)
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Exercice 487. Les points A, B, C, D, E, F, G et
H sont placés sur le cercle trigonométrique ci-
dessous.

1. Alaide d’'un rapporteur, associer a chaque
point (de A a F) le nombre réel de I'inter-
valle |- ; 7] dont il est le point-image :

21 St m 6m 97
3 "6 1010

n 5 =&
18 6 4

’ ’

2. Donner les nombres réels dont les points-
images sont les points précédents (de A a
F), cette fois, dans l'intervalle [0 ; 27].

Exercice 488. Donner plusieurs nombres réels
qui ont méme point-image que :

27

1. —

3

T

2. ——

5
27w
3. —
4

3n

4, —

10

Exercice 489 - Conversion. 1. Convertir en
degré les mesures des angles suivants don-
nées en radian :

57 3m 7w 57

271
6)

—_—, =, — et .
4°5 8 3
2. Placer sur le cercle trigonométrique les

points-images des nombres réels précé-
dents.

Exercice 490 - Conversion. 1. Convertir en
degré les mesures des angles suivants don-
nées en radian :

n 3n 2n Tn

2. Placer sur le cercle trigonométrique les
points-images des nombres réels précé-
dents.

Exercice 491. Placer sur le cercle trigonomé-
trique les points-images des nombres réels sui-
vants :

17m

n #n l1llnm

51
37 2 ’

— ——e .
8 8 6

)

/4
Exercice 492. Soit A le point-image de 3 et B

o 2n : ,
le point-image de ——. Déterminer I'ensemble

des nombres réels compris dans ]—; 7] dont
les points-images forment I'arc rouge (extrémités
comprises).

2

Exercice 493 - Intervalles. Représenter en rouge
sur le cercle trigonométrique, orienté dans le sens
direct, I'arc de cercle correspondant aux points-
images des nombres réels compris dans :

T
1. ——;0]
4
n 3n
2. | =5 —
2 4
T 5w i
3. =5 — —;Zn]
2 4 4
271 T T
4, |-—; —= U[O;—]
3 6 2
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Fiche 2

Trigonométrie

Repérrage al'aide et du sinus

I. Repérage al’aide du cosinus et du sinus

Théoréme 9

Le point M a pour coordonnées (cos x ; sin x).

Coordonnées d'un point du cercle trigonométrique.
Soit x un nombre réel et M le point-image de x sur le cercle trigonométrique C.

Démonstration :

Exemples

Soit M le point-image d'un réel x tel que x €

b1
053]
On note respectivement P et Q les projetés ortho-
gonaux de M sur (OI) et (O]).
Dans le triangle OP M rectangle en P :

opP
cosx=——.0r OM =1 donc OP = cos x.

oM

Par conséquent, le point M a pour abscisse cos x.

. . PM
On montre de méme que sinx = —.
OM

Or PM = OQ et OM =1, on en déduit que OQ =

sin x et, par conséquent, M a pour ordonnée sin x.
b4

Sixe¢ [0 ; E]' on peut démontrer le théoreme en

utilisant des symétries. U

— Lenombre réel 0 a pour point-image I(1; 0) donc cos0 =1 et sin0 = 0.

T C. T T
— Le nombre réel 5 a pour point-image J(0; 1) donc cos 5= 0 et sin 5= 1.

Propriété 52

1. (cosx)?+(sinx)?=1

2. -1<cosx<let—-1<sinx<1

Pour tout nombre réel x et pour tout entier relatif k :

3. cos(x+kx2m)=cosxetsin(x+ k x2mw)=sinx

Démonstration: Soit M le point-image du nombre réel x.
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1. Sescoordonnéessont (cos x; sinx) et M € C donc OM = 1, ce qui se traduit par \/(xM —x0)%+ (yM — yo)2 =

1 c’est-a-dire \/ (cos x)% + (sin x)% = 1, d’ou1 la conclusion.

2. Légalité 1) entraine immédiatement (cos x)2 <1et (sinx)? <1 carles deux expressions (cos x)?
et (sin x) sont positives ou nulles. Or quel que soit un réel, x*> < 1 est équivalent a -1 < x < 1,
d’ot1 le résultat.

3. Soit M’ le point-image du nombre réel x + k x 27. Les points M et M’ sont confondus. Ils ont
donc méme abscisse et méme ordonnée. ]
méthode : Calculer sin x quand on connait cos x
1. On utilise I'égalité (cos )%+ (sinx)? =1 pour calculer (sin x)2.
2. On détermine le signe de sin x en utilisant 'intervalle auquel appartient x :
— sil'une des mesures de x appartienta ]0; x|, alors sinx >0;
— sinon sinx < 0.
3. On conclut sur la valeur exacte de sin x.

. T T 1
Calculer sin 3 sachant que cos 33

5
correction
m\2 T2 T2 T\2
(cos—) +(sin—) :1estéquivalenté(sin—) :1—(cos—)
3 3 3 3
LAY 1\ 1 3 1T V3 . m V3
smt(sm—) =1-|-] =1--=-.Doncsin—=—ousin—=———.
3 2 4 4 3 2 3 2
T T T 3
Or 3 €]0; [ donc sing > 0. En conclusion, sing = %

Remarque
On calcule la valeur exacte de sin x quand on connait cos x de la méme facon. Si I'une des mesures de

T 7 .
X€E [—— ; 5]' alors cos x = 0 sinon cos x < 0.

Notations On note souvent cos? x et sin? x au lieu de (cos x)? et (sin x)2.

valeurs particuiéres
/2 b2 T |7
b 0| = — - =
6 4 3 2
V3 | V2| 1
cosx | 1| — | — - 0
2 2 2
. 1 | V2| V3
sinx | 0 = — | — |1
2 2 2
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Remarque
On note la symétrie du tableau. Elle est liée a la symétrie par rap-

port a la bissectrice de TOJ qui passe par le point-image de z.

Pour mémoriser ce tableau, il suffit donc de se rappeler des trois

1 V3 V2
et —

valeurs suivantes : —, — 5>

II. Angles associés

Propriété 53 _ _ _
, cos(—x) =cosx cos(m—x) =—cosx cos(m+x) =—cosx
Pour toutnombreréel x: 4 ] ) ) ) i
sin(—x) = —sinx sin(w — x) =sinx sin(w + x) = —sinx
]
T+ x
N(m—x) M(x)
/ T—X
I 6] € I
TN
P(m+x) Q(—x)
]I
Pour tout nombre réel x :
7 /4
cos(——x):sinx cos(—+x):—sinx
2 2
. (T (T
s1n(——x):cosx s1n(—+x):cosx
2 2
]
M"(5 +x) M(3 - %)
i M(x)
THx
A/‘_
5 — X
2 I
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Remarque
Les points I’ et J' sont symétriques respectivement de I et de J par rapport au point O. Ce sont les
b4
cosm=-1 cos(—5)=0
points-images de 7 et -3 : et .
sint =0 sin(—z):—l

Méthode Calculer une mesure des angles associés

. T 1 . b4 4
On sait que cos 37 En déduire cos (_5) et cos 3

Correction
. . . /4 T 1
En appliquant directement la formule cos (—x) = cos x, il vient cos (—5) = cos 373
47 /4
De méme, on peut remarquer également que 3= T+ 3 etdonc:
47 b/ b/ 1
COSs — = cos(n+ —) = —C0S — = —=— Car cos (T + X) = —CoS X.
3 3 3 2
ITII. exercices
Exercice 494. Compléter le tableau. 1. (a) Quelle équation a-t-il résolue dans
yenradian | = | . | -Z m I'écran de gauche ? Quelle solution de
3 1 4 6 72 cette équation est donnée par la cal-
Cos x e | —= 0 iy culatrice?
sin x _\/_§ _1 \/_5 (b) Léquation précédente a-t-elle
2 2 d’autres solutions dans |- ; 7] ?
Exercice 495. Donner les coordonnées des 2. Pourquoi a-t-il obtenu une erreur dans
points A, B et C points-images des nombres réels Iécran de droite 2
T 137

51
—, — et ———— sur le cercle trigonométrique. . ) . .
4" 6 3 Exercice 500. Déterminer dans chaque cas, s'il

Exercice 496. Donner les coordonnées des | €XISte le nombre réel x tel que :

points A, B et C points-images des nombres réels 1. sinx=-0,8etx€ ]_Z : 0[
T 37 51 2

—, ——— et ——— sur le cercle trigonométrique. P

37 4 6 2. sinx:1,2etx€]0;§[

Exercice 497. Soit x un nombre réel tel que

1 Exercice 501. Déterminer dans chaque cas, s'il
cosx = —et . .
existe, le nombre réel x tel que :
b5
_Z. ; b2
xe] 2,0[.Calculersmx. 1 cossz,leth]O;E[
Exercice 498. Soit x un nombre réel tel que 3 T
. 1 2. cosx:——etxe]—n;——[
sinx = — et 3 2

Exercice 502. Soit x unréel, simplifier les expres-

T
xXe€ ]— ;7 [ Calculer cos x. ' i
2 sions suivantes :

Exercice 499. Un éléve a obtenu les deux écrans 1. cos(x+ 1) —cos(—x)
suivants avec sa calculatrice. 9 T

Sin1C TSI+ 0,4 Sini2) ' Sm(g_x)“"s(”_x)

rror . .
242477751 [ | 3. sin(2m — x) +sin (7 + x)
Ans<mrFrac T
. 318 4, cos(z—x)+sin(4n+x)
5. (cosx +sin x)? + (cos x — sin x)2.
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Exercice 503. Donner la symétrie qui transforme
le point-image du nombre réel x en le point-
image du nombre réel y.

1 T ‘ T
. X=—ety=—
6576
2 x—ﬂet =z
CAER YTy
3. x=Zety=-2
. X=—ety=——
34V T73

3n 51

4, x=——ce€ty=——

8 8

. . om 7
Exercice 504. 1. Calculer smz, sm(—z) et
. bm
sin —.
6
27 5-1
2. On sait que cos (?) = \/_4

198

En déduire sin (%)

Exercice 505. En utilisant les angles associés,
calculer la valeur exacte des coordonnées du
point-image M des nombres réels suivants :

1 3n 137
"4 "4
T 27
2. —— 4, ——
6 3
T 6+v2
Exercice 506. On sait que cos — = q
En déduire :
1 117 3. cos (— i)
. COSE . 12
. bm 13n
2. sin— 4. cos—
12 12
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Fiche 3

Trigonométrie
Equations trigonométriques

I. Equations et inéquations trigonométriques

Equations cos x = g ousinx = a avec a € R

Exercice 507. Résoudre cosx = a avec x € R Cela revient a chercher les points-images sur le cercle
dont I'abscisse est égale a a.

1. Pour résoudre I'équation cos x = a pour x € R, on résout d’abord cette équation dans |- ; n].
J
M

N/

¥
I

2. Dansle cas général, ae ]-1; 1].
Il existe un unique nombre b dans ]0; 7| tel que a = cos b. Les solutions de cos x = cos b sont
par conséquent b et —b.
Une valeur approchée de b peut étre obtenue a 'aide de la calculatrice apres avoir sélectionné
le mode radians.

3. L'ensemble des solutions dans R est obtenu en soustrayant ou en ajoutant un nombre entier de

fois2n:b+kx2met—b+kx2n,keZ.
Exercice )
Résoudre dans |- ; ] puis dans R1’équation cos x = >
Correction
. T 1 _ . T X . T T
On sait que cos 3 = —. L'équation cos x = cos — a deux solutions dans l'intervalle |-7; 7] : — et ——.

Dans R, cette équation a une infinité de solutions. Les deux solutions précédentes sont encore valables
plus toutes celles que I'on obtient en ajoutant ou en soustrayant un nombre entier de fois 27. Les

T b
solutions sont 3 +kx2met -3 +kx2n,ke”.

Exercice 508. Résoudre sinx = a avec x € R Pour résoudre I'’équation sin x = a pour x € R, on résout
d’abord cette équation dans
|—m; ml.
P . . . T 7 .
1. Dans le cas général a € ]-1; 1], il existe un unique nombre b dans ]_5 ; 5[ tel que a = sin b.
L'équation est donc équivalente a sin x = sin b, ce qui est équivalenta x = bou x=m —b.

2. L'ensemble des solutions dans R est obtenu en soustrayant ou en ajoutant un nombre entier de
fois2n:b+kx2netn—b+kx2m, keZ.
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Exercice

V2
Résoudre I'équation sin x = - dans R.

correction .
On remarque que I’équation est équivalente a sin x = sin 1

. ), . /4 T 3r . .
Les solutions de cette équation dans |- ; 7] sont x = 1 etx=m-— 1- 1 dont les points-images sur

le cercle sont A et B.
Les solutions dans R sont donc :

3
%+kx2ﬂet£+kx2ﬂ,kez

Inéquation du type cos x = a ousinx = a avec a € I, I intervalle donné

Exercice 509. Résoudre une inéquation trigonométriqueRésoudre I'inéquation cos x > - dans]-m; m].

Correction

. 3 .
L'équation cos x = — est équivalente a

/4 ) /4 /4 .
COS X = COS = dont les solutions dans |—7 ; 7] sont s et ot Les nombres dont le point-image sur le

. . . 3 . . T 7
cercle a une abscisse supérieure strictement a > sont compris strictement entre % et 5 dans le

sens trigonométrique.

T
L'ensemble des solutions de I'inéquation se lit donc sur le cercle : S = ] o ; sl
J
C
|
il
0 |
l
D

Remarques
1. Des cas particuliers peuvent se présenter, il faut faire attention a traduire cos x = a (resp. sin x =
a) par : on cherche les nombres réels dont le point-image sur le cercle a une abscisse (resp.
ordonnée) supérieure ou égale a a.

2. Lintervalle de résolution I n’est pas toujours |- ; 7]. Lintervalle [0; 27[ est un autre inter-
valle possible pour décrire le cercle trigonométrique. Lensemble des solutions de I'inéquation

T 117
0; — —; 27|.
6 6

3
cosx>§dans [0; 2n[estS= U
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II. Exercices

Equation

Exercice 510. On considére I'équation cosx =

V2

>

1. Résoudre cette équation dans |- ; 7] et
placer sur le cercle trigonométrique les

points correspondants.

2. En déduire I'ensemble des solutions dans
R.

Exercice 511. L'écran suivant obtenu avec la cal-
culatrice correspond a la résolution d'une équa-
tion.

sin 1122
D2 ET9ETFOE
Ans<mkFrac
146

[ |
) . .
1. (a) Degquelle équation s’agi

-il?

(b) Quelle est la solution obtenue?

2. Résoudre cette équation dans |- ; 7] puis

Exerci%@rﬁ[g: 1. Résoudre I'équation sinx =
b2
sin (—g) dans R.

2. Préciser les solutions contenues dans l'in-
tervalle |0 ; 4]

1
Exercice 513. Montrer que I'équation cos2x = >

a quatre solutions dans |- ; 7] puis placer sur le

cercle trigonométrique les quatre points corres-
pondants.

Inéquation

Exercice 514. On consideére I'inéquation cosx =
1

21. Représenter sur le cercle trigonométrique
les solutions de cette inéquation dans
|—m; m].

2. Résoudre cette inéquation dans |- ; 7].

3. Vérifier le résultat obtenu en déﬁniﬁsant

comme fonction le booléen cos x = — > qui

. 1 .
vautlen xsicosx = — 5 et 0 sinon.

Flotl Flotz Flots 1 I MO0
SMiBocosCEELA2Z Amin=03. 141592
s“Ne= Amax=3. 1415926, .
wMa= wscl=.52359877..
wNy= Ymin=-.5
wNe= Ymax=1.5
~MNE= Yacl=1
M= Lrres=1

ou 3.141592... correspond a m et
7
.52359877... correspond a 5

Exercice 515. On considére 'inéquation cos x >
0.

1. Représenter sur le cercle trigonométrique
les solutions de cette inéquation dans
|—m; m].

2. Résoudre cette inéquation dans |- ; 7.

Exercice 516. On considere I'inéquation sinx =

V2

7.
1. Représenter sur le cercle trigonométrique
les solutions de cette inéquation dans

|—m; m].

2. Résoudre cette inéquation dans |- ; 7].

Exercice 517. On considéere I'inéquation sinx <

V3

-
1. Représenter sur le cercle trigonométrique
les solutions de cette inéquation dans

|—m; m].

2. Résoudre cette inéquation dans |- ; n].

I1.1. Calculs avec cos et sin

Exercice 518. Exprimer les nombres suivants en
fonction de cosx ou de sinx :

1. (a) sin(3n+x) (c) cos (x - g)
5n T
(b) cos (? - x) ) cos (E " x)
2. (@ sin(m—x) +| (b) 3sin(m+x) -
i1 .
cos(——x) 2sin(m—x) +
2 4sin (x —m)
Exercice 519. Simplifier les expressions sui-

vantes :

1. cos(x—m) 3. sin (x+g)

2. sin (x—g) 4. cos (x+g)
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Fiche 4

Trigonométrie
Fonctions cosinus et sinus

I. Fonctions cosinus et sinus

I.1. Définition et rappels

Soit (O; I, J) unrepere orthonormé direct. Le point M, image d'un
réel x sur le cercle trigonométrique de centre O, a pour coordonnées
(cos x ; sin x) ol1 cos x est le cosinus de x et sin x est le sinus de x.

X 0| n/6 /4 nl/3 | w/2 | &

O| cosx | I
cosx | 1| v3/2 | V2/2 1/2 0 -1 /

sinx [ 0] 1/2 | v2/2 | V3/2 ] 1 0

\: -
o
=
I

Définition 32
Fonctions cosinus et sinus

— Lafonction cosinus, notée cos, est la fonction définie sur R par cos: x — cos x.

— Lafonction sinus, notée sin, est la fonction définie sur R par sin : x — sin x.

II. Propriétés des fonctions cosinus et sinus

Définition 33
Soit f une fonction définie sur R et un réel 7.
[ est périodique de période T ou est T-périodique si, pour tout x e R, f(x+ T) = f(x).
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Définition 34
Soit une fonction f définie sur un ensemble % symétrique par rapporta 0.

— Une fonction f est paire si, pour tout x € Zf, f(-x) = f(x).

— Une fonction f est impaire si, pour tout x € Zf, f(-x) = - f(x).

Propriété 54
— Les fonctions cos et sin sont 27z-périodiques.

— Lafonction cos est paire et la fonction sin est impaire.

Démonstration : Pour tout réel x, on a en effet :
2

— cos(x+2m) =cosx etsin(x+2x) =sinx.

— cos(—x) =cosx et sin(—x) = —sin x. [l
Remarque

— Dans un repére, les courbes représentatives de cos et sin « se répetent » tous les 27.

— Dans un repére orthogonal, la courbe représentative de cos est symétrique par rapport a 'axe
des ordonnées et celle de sin est symétrique par rapport a 'origine du repere.

III. Dérivabilité et variations

Propriété 55
Dérivées des fonctions cos et sin
Les fonctions cos et sin sont dérivables et continues sur R.

— cos' = —sin
— sin’ = cos
Propriété 56

7T T
x 0 - =« X 0 - =«
— Les variations des fonctions cos et 2 2
sin sur [0 ; 7] sont données par les 1 N 1
tableaux ci-contre. cos 0. sin /N
-1 0 0
— Les courbes représentatives de cos et sin sont appelées des sinusoides.
YA
y=rcosx A y=[sinx
_ d X
-2n =7 — 5 3 /4 s 2n
1
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Démonstration : — cos’' = —sin. Or, 0 < x < = sinx > 0 c’est-a-dire —sin x < 0.
De plus, la fonction sin ne s’annule qu’en 0 et 7.
Donc, cos est strictement décroissante sur [0 ; 7].

. b1 b1

— sm’:cos.Or,O<x<§:>cosx>0et5<x<n:>cosx<0.
. , , T
De plus, la fonction cos ne s’annule qu’'en >

b4 b4
Dong, sin est strictement croissante sur [0 ; E] et strictement décroissante sur[g ; 7'[]. O

Exercice 520. Dériver une fonction formée de cos ou sin

En général, ce type de fonction définie est dérivable sur R. Si ce n’est pas le cas, on établira d’abord les
ensembles de définition et de dérivabilité Calculer f’(x). L'écrire sous une forme facilitant I'étude de
son signe.

1. f(x)=sin (3x— %)

2. f(x)=cos®x

3. f(x)=sinx(1+cosx)

correction
b8
1. festdelaforme u(ax+b) avec u(x) =sinx,a=3eth= T
b8
Ona u'(x) = cosx d’ou f'(x) = au'(ax+ b) =3cos (3x— Z)

2

2. f estdelaforme u“ avec u(x) = cos(x).

Ona u'(x) = —sinx d’ot f'(x) =2u'(x)u(x) = 2(—sin x) cos x = —2sin xcos x = —sin 2x.

3. festdelaforme uv dontla dérivée est (u'v + uv') avec u(x) = sin(x) et v(x) = 1+ cos(x).

2

f'(x) = cos x(1 + cos x) + sin x(—sin x) = cos x + cos? x —sin? x.

2x=coszx—1.D’ot1f’(x) =2cos?x+cosx—1.

Or, cos? x +sin® x = 1 donc —sin
Posons X = cos x. Alors, f'(x) =2X%+ X —1=(2X —1)(X + 1) apres calcul des racines.

Ainsi, f'(x) = (2cosx—1)(cosx+1).

Exercice 521. Etudier une fonction trigonométrique. Il arrive fréquemment qu'une fonction trigo-
nométrique soit périodique et paire ou impaire. Cela amene alors souvent a étudier d’abord la fonc-

tion sur un intervalle restreint avant de I'étudier sur un ensemble plus grand.

3sinx
Soit la fonction f définie sur Rpar f(x) = — .
f p f () 2+cosx

1. Calculer f'(x). Etudier son signe sur [0 ; 7r]. En déduire les variations de f sur [0 ; 7].
2. Calculer f(—x). En déduire les variations de f sur [-7 ; 7].
3. Montrer que f est 2m-périodique.
4. Tracer la courbe représentative % de f sur [0; 7] puis sur [—47 ; 47].
Correction
1. f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables sur R avec 2 + cos x # 0.
3cosx(2+cosx) —3sinx(—sinx)  6cosx+3 6 (COSX+ %)

flx) =

(2+cosx)2 B (2+cos,x)2 B (2+cosx)2 ’
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1
f'(x) est du signe de cos x + > sur [0; m].Or:

271 1 1 27T
— sur |0; —|,cosx>——<cosx+—->0; X 0 — /4
3 2 2 - 3
f(x) + 0 -
sur 21 Ccosx < 1(@>cosx+1<0
- -, T, - - .
3 2 2 f VB
o 0 0

Et f'(x) ne s’annule qu’en 3
D’ot le tableau de variation ci-contre.

3sin(—x) —3sinx 3sinx

fl=x)=

2+ cos(—x) T 2+4c0sXx  2+cCOSX

—f(x) donc f estimpaire.

On peut donc limiter I'étude de f a [0; 7]. On peut en déduire que la fonction f est décroissante

/4 7 . b4
sur [—; —25] et sur [25 ;7] et croissante sur [—? ;

3sin(x +2m1) 3sinx

2+ cos(x+2m) - 2+cosx

fx+2m) =

2n]
3 )

= f(x) donc f est 2n-périodique.

On trace % sur [0; 7] puis sur [—7 ; 0] par symétrie centrale puisque f est impaire.

Enfin, comme f est 27-périodique, on répete le motif tous les 27 par translation.

N A\

A\ A

5
IS

|
IS
Il
IS
|
IS
m

=i

5]
IS
Bl
IS
S
e
B
)

I
Bl
=
(3]
=
E]

-

IV. Exercices
Périodicité

Exercice 522. Soit une fonction f définie sur R et
périodique de période T représentée dans le re-
pere suivant.

[1\ JIAN JIAN
/1Y /
\ \ \ \ \ \
ol i i N ]
\|/ i \|/
1. (a) Déterminerles coordonnées d’un vec-

teur i telles que ¢y est invariante par
translation de vecteur .

(b) Déterminer la valeur de T.
2. Donner I'image par f des entiers : 14, —16,
56 et 58.

Exercice 523. Vérifier que la fonction f est T-
périodique.

L. f:x—sin(6x—3) T=

b4
3

2. fix— T=x
! COS X
3. f:x~— cos®x—sin®x T=
) 2m
4. f:x— (4cos*x—3)cosx ==

Parité

On rappelle que, sur un ensemble Z symétrique
par rapport a 0, une fonction est :

— paire si, pour tout x€ Z, f(-x) = f(x);

— impaire si, pour tout x € 7, f(-x) = — f(x).

Exercice 524. Ftudier la parité des fonctions sui-
vantes.

— A
— forx

TXx— X2 +4
X
x2+1
1+ x%+x*
x(x2 + x4
2x+1
x—2
tx— |x]

— f3:x

—

— fi:x
— f5
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— fe:x— x|

— f7:x—cosx+sinx

— fg:x—cos(x+m)
Exercice 525. On considere les types de fonc-
tions suivantes :

1. affinex—ax+b

2. polynéme du second degré x — ax®+bx+c

+b
3. homographique x — ax

cx+d
4. polyndéme du troisieme degré x — ax® +
bx*>+cx+d

Pour chaque type, a quelle condition a-t-on:
— une fonction paire ?

— une fonction impaire ?

(In)équations avec cos et sin

Exercice 526. Résoudre dans |- ; 7] les équa-
tions suivantes :

/4

1. cosx=cos—
. . T
2. smx:sm(——)
6

/4

3. cos2x=cos—

T
4. cosx=cos(x+—)
5. 2cos2x=1
. 3
6. sin3x=—
2

7. COS2X=COSX

8. sin3x=cosx

Exercice 527. 1. Résoudre dans | - ; 7] les

équations suivantes :

(a) cosx=7
1

b) sinx=-——
(b) sinx 5
. V3

(c) sinx=—
2

sinx 3

(d) :£
COS X 3

2. Résoudre dans R les équations suivantes :

(@) &
a) cosx=—
2

(b) cosx=-sinx

Exercice 528. 1. Sur un cercle trigonomé-
trique, représenter les ensembles suivants :

27

(@) cosx sur |—; ?
7

(b) sinx sur|—; —
3 3

2. ATaide d’un cercle trigonométrique, don-
ner sans justification I'ensemble des solu-
tions des inéquations suivantes dans l'in-
tervalle] —m; 7] :

3
(a) sinx§£
2
1
(b) cosx > ——
2
(c) cosx<O0

Exercice 529. Résoudre sur]—r; ] les équations
suivantes :

T 1

1 cos(2x+ E) = 5

2 s1n(3x—z) :—Q
3 2

T .
3. cos (x+ 5) =sinx
. b/
4, sin (Zx— —) =CO0SX
4
Exercice 530. Résoudre sur | — 7 ; 7] les inéqua-
tions suivantes :
1. 2cos®?x—3cosx+1 >0
2. 2sin?x+5sinx+2<0

2 3v2
3. coszx—(3+\/7_) v2

cosx+——<0

Exercice 531. Résoudre sur | — 7 ; 7] les inéqua-
tions :

T 1
1. cos (2x+ —) < -—.
6 2

ol

. /4
2. sin (3x— 7) <

Ftude de fonctions

Exercice 532 - Vrai ou faux?. Soit f la fonction
définie sur R par f(x) = xcosx
et représentée par ¢y dans un repere d’origine O.
Dire si chaque affirmation est vraie ou fausse.
1. f est2m-périodique.
. € est symétrique par rapport a O.

2
3. Pour tout x € R, f(x)— xf'(x) = x*sin x.
4

. Latangente ¢ en O a pour équation y = x.
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Exercice 533. Soit f la fonction définie sur
T T
—-—; —|par:
[-3i3le
f(x) =2x+sin2x.
1. Ftudier la parité de f. Interpréter graphi-
quement.
n] )
1k

2. (a) Démontrer que, pour tout x € [0 ;
f'(x) =2(1 + cos 2x).

(b) Etudier les variations de f sur [O; g]

3. Alaide dela parité, dresser le tableau de va-
riation de f.

Exercice 534. Etudier sur [-7 ; 7] les variations
de la fonction :

f:0—sin(20+7/6)-0.

Exercice 535. Soit f la fonction définie par :

£ cos X

X)=———.
1+sinx

Déterminer le domaine de définition de f.

Montrer que f est périodique.

Montrer que f n’est ni paire ni impaire.

s~ o

Calculer f'(x). En déduire le sens de varia-
n 3

272

tion de f sur 5

)

Exercice 536. Soit les fonctions f et g définies
sur R par:

x2 xt
fx) —cosx—1+? etg(x)—f(x)—ﬂ-

1. (a) Dériver deux fois f et en déduire que
f(x) = 0 pour tout réel x.

(b) Dériver quatre fois g et en déduire que

g(x) <0 pour tout réel x.
(c) En déduire un encadrement de cos x.
2. (a) Déterminer la précision £(x) de 'en-

cadrement.

(b) Etudier la fonction €.

En déduire a quelle condition sur x
il est pertinent d’utiliser cet encadre-
ment.
i1
3. Application : encadrer cos s et estimer sa
précision.

Exercice 537. Soit f la fonction définie sur [0 ; 7]
par:
f(x) =cosx(1+sinx)
et représentée par % dans un repére.
1. Vérifier que f est 2m-périodique et que f
n’est ni paire ni impaire.

2. Justifier que f est dérivable et montrer que:
f'(x) = (1 +sinx)(1 - 2sin x).

3. (a) Résoudre sur [0 ; n] l'inéquation
2sinx < 1.

(b) En déduire le signe de f'(x).
4. Dresser le tableau de variation de f.
5. Vérifier que pour tout réel x :
T b2
f(E —X) =—f(E+X).
Qu’en déduit-on pour la courbe €' ?
6. Déterminer 'équation de la tangente I a
. . T
% au point d’abscisse >

7. Tracer I puis €.

Exercice 538. Soitlafonction f définie sur R par:
f(x) = cos x +cos® x.
On note ¢ la courbe représentative de la fonc-
tion f.
1. Ftudier la parité de la fonction f.
2. Etudier la périodicité de la fonction f.

3. Démontrer que f est:

— strictement décroissante sur
27
0; — 15
3
27

— strictement croissante sur

—; .
3
4. Démontrer que ¢y admet des tangentes

21
horizontales aux points d’abscisses 0, 3 b4

47
et —.
3
5. Recopier et compléter le tableau de valeurs
suivant :
3 21 4t  3m 57
x 0 = = = 1 = = =
3 2 3 3 2
fx)
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6. Tracer %f.

Exercice 539. Soit f la fonction définie sur
[0; 27] par:

1
f(x)=cosx+ > CcoS2x.

1. Démontrer que f’(x) =—sinx(1+2cosx).

2. Résoudre dans [0 ; 27] I'équation f’(x) = 0.
3. (a) Ftudier le signe de f’(x) sur [0 ; 27].

(b) En déduire les variations de f sur
[0; 27].

4. Tracer la courbe représentative de f sur
[0; 2m].
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